5.7.3 Nacelo nedoloenosti v neskoncni potencialni jami

Preiskusimo, ali nacelo nedolocenosti (4.16) velja tudi v primeru potencialne
jame, ko N = 1,2,3. Za preiskus uporabimo nedolo¢enost lege Az (5.40) in
nedolocenost gibalne koli¢ine Ap (5.43) za delec v potencialni jami.

ApAx 2%
hT(N p 1 1 h
d 12 2N272 =2
h2n2 N2 (i, 1 ) >E
12 2N272) =2
h2 (W2N2 - 1) >
12 2) =2
h? (71'2]\72 ) R
— —92) >=
4 3 =2
2 N2
LN L P
2 3 2

(L —
pri N=1 enako 1,13
pri N =2 enako 3,34

pri N =3 enako 5,25

5.8 Delec v konéni potencialni jami

Pri kon¢ni potencialni jami lo¢eno obravnavamo intervale I, IT in III, slika 5.5.

VVPA
W, W, =0 W,
e
d d x
delec v konéni potencialni jami - 5 0 +§ -

potencialna jama

Slika 5.5: Delec v koné¢ni potencialni jami.

5.8.1 Intervala I in III

Zapisimo stacionarno Schrodingerjevo enacbo (5.3) za intervala I in III, kjer
imamo potencial W,. V kolikor definiramo novo konstanto K, lazje opazimo,
da imamo linearno DE drugega reda (5.44) za katero poznamo splosno resitev.

DE (5.44) je dru ‘
DE (5.31). Zgolj drugacen

Wi = —— >+ Wyt predznak pred konstanto
2m dz prispeva k popolnoma

d2e 2m drugacni splosni resitvi.
—_— = (W —Wp)yp
dz? h?

5 Delec je ujet, ker velja:
d=y 2 2m(W—W,)

DE: | — =K%Y | K=,/ - —2 5.44

dz? e (5.44) W <W,

. - Zaradi tega mora definici-
splosna resitev DE: 711 = Aeklw + Be_}(w C
tudi predznak “—".
sprotnem pr

bili koren negativnega
Stevila.
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Na intervalu I je z lahko tudi —oco. V tem
primeru en izmed clenov v splosni resitvi
DE (5.44) postane co, medtem ko se drugi
pribliza 0:

Ael(=00) — 0 v

Be (=)

1. ¢len:

2. clen: — oo X

Zaradi neskonénega Clena v in [|¢]?
postaneta neskonc¢na, kar ni sprejemljivo
- v tem primeru ni mogoce zadostiti
normalizacijskemu integralu (4.8). Zato
postavimo:

B=0

Na intervalu III je z lahko tudi co. V tem
primeru en izmed ¢lenov v splosni resitvi
DE (5.44) postane co, medtem ko se drugi
pribliza 0:

1. ¢len: A€K<Oc> — oo X
2. ¢len: B€7K<7w> — 0 v

Zaradi neskonénega ¢&lena 1 in |t
postaneta neskoné¢na, kar ni sprejemljivo
- v tem primeru ni mogoce zadostiti
normalizacijskemu integralu (4.8). Zato
postavimo:

A=0

Dobimo valovno funkcijo ¢r za interval I,
ki velja tudi ko z — —oo (5.45).

Dobimo valovno funkcijo 11 za interval
III, ki velja tudi ko z — oo (5.46).

Py = Ael” (5.45) Yrr = Be™*® (5.46)

(5.45) je Se vedno splosna resitev DE, ven-
dar za interval I. Potrebno je najti se kon-
stanto A.

(5.46) je Se vedno splosna resitev DE, ven-
dar za interval III. Potrebno je najti Se
konstanto B.

5.8.2 Interval 11

Zapisimo sedaj Se stacionarno Schrodingerjevo enacbo (5.3) za interval II, kjer
velja W), =0. Na tem intervalu dobimo linearno DE drugega reda (5.47), ki
je enaka kot v primeru neskon¢ne potencialne jame (5.31) in katere splosno
resitev 911 Ze poznamo. Zaradi lazjega racunanja tokrat definiramo L.

DE (5.47) je drugacna od
DE (5.44). Zgolj drugacen

Wi = —— — + Wb predznak pred konstanto
2m dz prispeva k popolnoma
W = 7ﬁ d2y drugacni splosni resitvi!
2m dz?
d?y  2mW Ker velja:
dz2 B2
” K W >0
d2y 9
DE:  ——= =—L L=,/ 5.47
dx? v h? ( ) konstanto £ definiramo
U brez predznaka “"—". V

nasprotnem primeru bi
dobili koren negativnega

splosna resitev DE: | Y11 = C'sin (L x) 4 D cos (L x)
Stevila.

Konstant C' in D Se ne poznamo, vendar bosta drugac¢ni kot konstanti A in B v primeru (5.31).

5.8.3 Robna pogoja

Vse enacbe v tem poglavju izhajajo iz stacionarne Schrodingerjeve enacbe, ki
je DE drugega reda in ima zato dva “Cauchijeva” robna pogoja. Prvi robni
pogoj zahteva, da je 1 zvezna v vseh to¢kah®®, medtem ko drugi robni pogoj
zahteva, da je 1) v vseh tockah zvezno odvedljiva®”. Ker robna pogoja veljata
na celotni funkciji, veljata tudi na prehodu med intervaloma I-II in prehodu
med intervaloma II-III. Prehoda obravnavamo loéeno.

36Zveznost pomeni, da ima funkcija v katerem koli « le eno vrednost.
37Zvezna odvedljivost pomeni, da ima funkcija v katerem koli z le en naklon.
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I-IT II-I11
1 ( %) 1/111 ( %) i (%) =Y (é)
S (*%) = 4-vn ( %) $5vn (%) = $vm (%)
U I
AeiK% = —C'sin (ﬁ g) + D cos (E g) Beflcg = C'sin (E g) + D cos (L %)
KAe K% = £C cos (cd)+cDsin (£ 9) _KBe X% = £C cos (cd)-cpsin(c$)
U delimo »u delimo
K CCOS(L%)+DSin(C%) Kﬁ—C’COS(ﬁ%)—&-Dsin(C%)
Zifcsin(ﬁg)%»Dcos(E%) L Csin(ﬁ%)+Dcos(£%)

C'cos (L%) + Dsin

—(C'sin (L %) + D cos

) —C cos (C %) +Dsin(
) Csin(£%)+ Deos (
) fCJrDtan(E%)
+D  Ctan(L£4)+D

{C+Dtan(£g) }{Ctan (c4) +D} {—Ctan (c4) +D}{ —C'+ Dtan (£ )}

rd
2
C%tan (£g) +CD tan® (L$) +CD+D?tan (L$) = C?tan (L) — CD— CD tan® (£ 4) + D*tan (£9)

)
)

L
L

W ENIIY

—CD - CDtan? (£ 4)
=—CD (1+tan* (£ 2))

CD=-CD (5.48)

CD tan? (Eg) +CD
CD (1+tan® (£ 4))

Dobili smo dokaj nenavaden rezultat (5.48), ki je lahko izpolnjen le v kolikor
velja C'=0 ali D =0 vendar nikoli oba hkrati - to bi pomenilo, da imamo
trivialno resitev ¥»=0 in delca v jami sploh ni.

IzboljSane splosne resitve - sode

V kolikor upostevamo C'=0 in zapisemo robni pogoj za zveznost funkcije 1,
ugotovimo, da sta konstanti A in B enaki A= B, medtem ko konstanto D lahko
izrazimo s pomocjo konstante A. S pomocjo teh spoznanj zapisemo izboljsane
splosne resitve za 1, ¥ in Y1 (5.49). Opazimo, da v ¢ nastopa kosinusna
funkcija. Slednja je soda®® zaradi Gesar resitve tega sklopa imenujemo sode
resitve.

I-11: TI-111:
1 (—%) =i (—i) Yu (g> =Y (g)
Ae_K% = D cos (Eg) Be_lcg = D cos (E%)

i d

A—B D= A

cos (ﬁg)

Ae_)cg _
Y = Al i = cos (Lx) Yrrp = Ae™ K (5.49)

cos (E%)

izboljsane splosne resitve za vy, ¥y1 in Y117 - sode

387a sode funkcije velja g(—x) = g(x).
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Vemo, da je kosinusna
funkcija soda in sinusna
funkcija liha:

cos(—a) = cos o

sin(—a) = —sina




V kolikor na (5.49) uporabimo pogoj za zvezno odvedljivost, v primeru obeh
prehodov I-II in II-IIT dobimo transcendentno enacbo za sode resitve (5.50).
Slednjo lahko resimo grafi¢no tako, da nariSemo najprej graf leve strani enacbe
in nato graf desne strani enacbe, slika 5.6. PresesiS¢a predstavljajo resitev
enacbe oz. dovoljene energije W za delec v kon¢ni potencialni jami.

I-1I: TI-I11:
dzvr (-4) = dhvn (-4) dsvu (5) = d5vm (3)
_xd Ae_’cg d Ae_K% . d _id
KAe ™2 = o (Eg) L sin (ﬁg) _cos (Eg) L sin ([,5) = —KAe ™2
% = tan (L%) % = tan (L%)
% = tan (Eg) _vstavimo K in £ \/%—lztan( 22”‘”%) (5.50)

transcendentna enacba za sode resitve

Graf transcendentne enacbe za sode resitve (5.50), slika 5.6, je narisan za primer elektrona z
maso me, stran 47, ki se nahaja v potencialni jami premera d=1nm. Potencialna jama ima
na intervalih I in III potencial W), =25eV . Iz grafa razberemo eno izmed dveh moznih “sodih
energij W = 0,370 W), zanjo izracunamo konstanti £ in K ter narisemo valovno funkcijo 1,
slika 5.7, kjer predpostavimo A =1. To pomeni, da narisana valovna funkcija ¥ ni normal-
izirana, vendar zgolj za predstavo to niti ni potrebno. Ker A ostane neizracunan resitvam
recemo splosnie resitve.

Opazimo, da se valovna funkcija ¢, slika 5.7 s tem pa tudi delec, nahaja izven vodnjaka. Tak
pojav je znacilen le za kvantno mehaniko in ga v klasi¢ni mehaniki ni mo¢ zaslediti.

0 0,370W, 0,950W, W,
W

Slika 5.6: Graficna resitev transcenscendentne enacbe za sode resitve, kjer
presecisca predstavljajo dovoljene energije W v konéni potencialni jami.

0
Y —
v ——
Yrrr ——
3 :
x

Slika 5.7: Sode resitve za 1) delca v konéni potencialni jami sestavljene iz v,

Y1 in .
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IzboljSane splosne resitve - lihe

V kolikor upostevamo D =0 in zapiSemo robni pogoj za zveznost funkcije 1,
ugotovimo, da sta konstanti A in B nasprotno enaki A = —B, medtem ko
konstanto C' lahko izrazimo s pomocjo konstante A. S pomocjo teh spoznanj
zapiSemo izboljSane splosne resitve za r, ¥y in ¥y (5.51). Opazimo, da v
111 nastopa sinusna funkcija. Slednja je liha®” zaradi Gesar resitve tega sklopa
imenujemo lihe resitve.

I-1I: II-IIT:

Pp = Al P = — sin (Lx) Y1 = —Ae” < (5.51)

sin (E%)

izboljsane splosne resitve za 1y, %171 in 91171 - lihe

V kolikor na (5.51) uporabimo pogoj za zvezno odvedljivost, v primeru obeh
prehodov I-II in II-IIT dobimo transcendentno enacbo za lihe resitve (5.52).
Slednjo lahko resimo graficno tako, da nariSemo najprej graf leve strani enacbe
in nato graf desne strani enacbe, slika 5.8. Presesis¢a predstavljajo reSitev
enacbe oz. dovoljene energije W za delec v kon¢ni potencialni jami.

I-1I: II-I11:
ddﬁﬁl (—%) = ddjiﬁn (—%) T2 (%) = 7% (%)
K d Aeilc% d AeiK% d K
KAeTE = —— ) Lcos (L) o (29) Lcos (L4) =KAe T 2
—% = tan (L%) —— =tan (L%)

L d vstavimo K in £ 1 V2mW d
—E:tan(ﬁg) ———————— T\ W,yw=1 — tan "2

transcendentna enacba za lihe resitve

Graf transcendentne enacbe za sode resitve (5.52), slika 5.8, je narisan za primer elektrona z
maso me, stran 47, ki se nahaja v potencialni jami premera d=1nm. Potencialna jama ima
na intervalih I in III potencial Wp, =25eV . Iz grafa razberemo eno izmed dveh moznih “lihih”
energij W = 0,165 W), zanjo izracunamo konstanti £ in K ter nariSemo valovno funkcijo 1,
slika 5.9, kjer predpostavimo A =1. To pomeni, da narisana valovna funkcija 1 ni normal-
izirana, vendar zgolj za predstavo to niti ni potrebno. Ker A ostane neizracunan resitvam
recemo splosnie resitve.

Opazimo, da se valovna funkcija 9, slika 5.9 s tem pa tudi delec, nahaja izven vodnjaka. Tak
pojav je znacilen le za kvantno mehaniko in ga v klasi¢ni mehaniki ni mo¢ zaslediti.

39Za lihe funkcije velja g(—x) = —g(z).
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Opazimo, da so dovoljene
energije W drugac¢ne v

primeru lihih, slika 5.8, in
sodih, slika 5.6.




0 0,165W, 0,643W, W,

w

Slika 5.8: Graficna resSitev transcenscendentne enacbe za lihe resitve, kjer
presecisca predstavljajo dovoljene energije W v konéni potencialni jami.
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Slika 5.9: Lihe resitve za 1 delca v kon¢ni potencialni jami sestavljene iz v,

Y1 in P

5.8.4 Energije v kon¢ni potencialni jami

Ko iz transcendentnih enacb za sode (5.50) in lihe (5.52) resitve razberemo
dovoljene energije W, slednje uporabimo za izra¢un konstante £ (5.47). W
nato izrazimo s pomocjo £ (5.53). V kolikor poznamo W), lahko s pomocjo
energij W izra¢unamo tudi konstanto K (5.44). Izpeljimo povezavo med kon-
stantama K in £ (5.55). V kolikor slednjo vstavimo v (5.53) dobimo drugi
izraz za energijo W (5.56).

— mW 2m(W —-W,
L= 2 >3 K= _ ( = p)
2 _ 2mW K2 = 2m(Wp — W)
h? n?
242 2 2mWp 2mW
_ L (5.53) K==~ 2
2m '
2mW,
2 _ P 2
0 K= P L
K2h? 2 _ 2mWp 2
W =W, - —— (5.54) L= P K (5.55)

V kolikor si podrobneje ogledamo transcendentno enac¢bo za sode (5.50) ali lihe
(5.52) resitve opazimo, da oba vsebujeta tangensni ¢len, ki se ponovi vsakih
N iz ¢esar lahko izracunamo Stevilo N neke energije W (5.56). Energija W
je lahko najve¢ W, zaradi ¢esar nam zamenjava W <— W, vrne stevilo vseh
moznih stanj v neskonéni potencialni jami Ny,q, (5.57).

7\/2mWé
R 2
V2mW d

wh 2

N

2mW)p
mh

N = (5.56) (5.57)

Nma:v ~

N
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zaokroziti
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